Rédigé par : Jimmy PAQUEREAU

Professeur particulier, Completude Exercices

Exercice 1:

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=x+ \;"II 1+x? .
1) Vérifier que pour toutx de R : v/ 1+ x” »f'(x) = f(x) .
2) En déduire que pour toutx de B : (1+x))f"(x)+xf'(x)—f(x)=0.

Exercice 2 :

(i) montrer que la dérivée d’une fonction paire est impaire
(ii) montrer que la dérivée d’une fonction impaire est paire
(iii) montrer que la dérivée d’une fonction T-périodique est T-périodique
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Exercice 1:
Enoncé :
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=x+ \;"'l 1+x’

1) Vérifier que pour toutx de R : v 1+x% xf'(x) = f(x).

2) En déduire que pour tout x de R : (1+x)f""(x)+xf'(x)—f(x) =0
Résolution :
Réécriture :
Vx ER, f(x) =u(x) + v(w(x))
En posant :
vx € R u(x) = x vX € RY,v(X) =VX Vx € Rw(x) =1+ x?
Dérivabilité :

u et w sont dérivable sur R.

v est dérivable sur R*.

Or,Vx € R,w(x) = 1+ x2 > 0. D’ol v(w(x)) dérivable sur R par composition.
Puis par somme de fonctions dérivable sur R, f est finalement dérivable sur R.

Calcul de dérivé :

vx e Ru'(x) =1 VXeRNHV(X)= VxE]RW’(x)=2x

_ﬁ

= Vx €R, f'(x)=u'(x) +w'(x)v' (W(x))—1+ ad

+—
2V1+x 2~ V14 x2
1) On en déduit que

A/ 2 £1 =/ 2 i — 2 —

Vx ER, V1+x2f'(x) = 1+x( m)—\/1+x +x = f(x)

2)

Ona:Vx€R, f'(x)=1+ v(::/(g)). On prouve aisément que f' est dérivable sur R (par quotient de

fonctions dérivables sur R a dénominateur non nul pour tout réel).
On dérive sur R :

f”(X) _ u’(x)v(W(X)) — u(x)wl(x)v,(w(x)) ) m _ xﬁ ) 1
= (V(w(x)))Z - 1+ x2 PO
Finalement :

L+ 22" @) +2f' () = f() = 7oz + 2 (1 + =) = (VI + 27 +x)

_ 1 __,/ 2 _
—m+x+m 1+x X

1 x? 1+x?
Vi+xZ  V1+x2  V1+x2
=0
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Exercice 2 :

Enoncé :

(i) montrer que la dérivée d’une fonction paire est impaire
(ii) montrer que la dérivée d’une fonction impaire est paire
(iii) montrer que la dérivée d’une fonction T-périodique est T-périodique

Résolution :

(i) Soit f une fonction paire définie dérivable sur un intervalle I.
Par définition : Vx € I, f(x) = f(—x).

, v f0) = f(=xo)
f'(=x0) = xl_lj_lgco T — (=) (—xg)
_ fl0) = f(xo)

m ——2 707

=1
x->-x9 X+ Xg

N CORIICD)
= lim —™ @

X—Xg —X + xO
e fO) = fxo) o .
= xh—gclo —(x——xo) par parité de f (au numérateur)
_ oy L®) S0
= — lim ————

X—Xg X — xO

= —f"(x0)

Conclusion : f' est impaire.

par définition du nombre dérivé

par parité de f (au numérateur)

(i) Bis repetia. Soit f une fonction impaire définie dérivable sur un intervalle I. Par définition, on a:

vx €1, f(x) = f(—x).
ry = i TSR

Xtk X — (—x)

—f(=x) + f(x0)
m

par définition du nombre dérivé

=1l

par imparité de f (au numérateur)

X—>—Xg X+ xq

I (CO P ACTY

= lim ————
X=X —X + X

_ i —U0) = f)
x=xo  —(x = Xo)

_ i L&~ f o)

= lim —————
x-xg X — Xg

= f'(x0)

Conclusion : f” est paire paire.

(iii) Soit f une fonction T-périodique définie dérivable sur un intervalle I. Par définition, on a :
vxel, YneN/x+nT€l, f(x+nT)=f(x).

, o f(x) — f(xq +nT)
f'Cxo +nT) = x—gmnT x — (xo +nT)

par définition du nombre dérivé
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f'(xo +nT)

fx+nT)— f(xg +nT)

lim

X—Xg

lim
X—Xg

f'(x0)

x +nT — (xo + nT)

f &) = fx)

X — X
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par périodicité de f



